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LES VARIETES DE POISSON ET LEURS
ALGEBRES DE LIE ASSOCIEES

ANDRE LICHNEROWICZ

Infroduction

On sait ’intérét présent porté aux variétés symplectiques. L’origine de cet
intérét est double, d’une part élaboration d’une dynamique géométrique adaptée
aux problémes globaux de la mécanique analytique classique, qu’il s’agisse de
systémes a liaisons indépendantes ou dépendant du temps, en vue d’applica-
tions & la mécanique quantique (Kostant, Maslov, Leray), d’autre part étude
de I'une des plus intéressantes parmi les algébres de Lie infinies classiques
(Arnold, Gelfand ; voir aussi [3], [4], [11]). A partir de I’étude des transfor-
mations canoniques, j’ai été amené yécemment a introduire la notion gépmétris
que nouvelle de variété canonique (voir [12], [9]) et 2 étudier certaines des
algebres de Lie associées. Variété symplectique et variété canonique sont dés
cas particuliers d’une structure géométrique plus générale, celle de variété de
Poisson qui a été introduite épisodiquement dans [9]. Il s’agit, grosso modo,
de la structure géométrique la plus générale qui permet de définir, sur 1’espace
des fonctions a valeurs réelles définies sur une variété, un crochet de Poisson
généralisé.

Ce papier est consacré a 1’étude générale des variétés de Poisson qui posent
des problemes de géométrie différentielle naturels qui sont loin d’étre triviaux.

Apres avoir défini la structure (W, G) de variété de Poisson & partir d’un
2-tenseur contravariant antisymétrique G de rang constant, vérifiant [G, G|
= 0 au sens du crochet de Schouten, ainsi que la G-cohomologie correspon-
dante sur les tenseurs contravariants antisymétriques, on étudie les différentes
algébres de Lie attachées & une variété de Poisson et on détermine leurs déri-
vations. Plus généralement on étudie la cohomologie 1-différentiable de 1’algebre
de Lie dynamique N d’une variété de Poisson. Conjointement avec un théoréme
important concernant les 1-cochaines de N a cobord d-différentiable (section
III), cette étude permet celle des déformations de:1’ algébre de L1e N.

Ces différents résultats englobent nos résultats antéricurs [4], [9] concern,'mt
variétés symplectiques et variétés canoniques, a quelques particularités pres

En vue d’applications a la théorie quantique des champs, Dirac [7] a ‘dé-
veloppé, dans un contexte local et non invariant, une théorie que nous repre-
nons : il s’agit de la dynamique associée & une sous-variétélargement arbltralre
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d’une variété symplectique (section V1) et elle conduit & la mise en évidence
du crochet de Dirac que nous interprétons géométriquement. Cette approche
conduit & la mise en évidence naturelle d’une structure de Poisson et a 1’étude
de déformations lin€aires rigoureuses faisant passer du crochet de Poisson au
crochet de Dirac, au moins sur un ouvert de R?".. ’

Je remercie vivement M. Flato et D. Sternheimer pour d’utiles discussions
au cours de 1’élaboration de cet article.

I. VARIETES DE POISSON

1. Notion de variété de Poisson

(a) Soit W une variété différentiable connexe, paracompacte, de dimension
m et classe C=. Tous les éléments considérés ici sont supposés C~. Nous po-
sons N = C=(W; R) et désignons par {x4} (4,B, --- = 1, ---,m) une carte
locale de W de domaine U. Pour abréger nous appelons i-tenseur un tenseur
contravariant antisymétrique d’ordre i.

Sur de tels tenseurs, Schouten [15] et Nijenhuis [14] ont introduit un crochet
(le crochet de Schouten-Nijenhuis) qui, a tout couple 4, B d’un i-tenseur et
d’un j-tenseur fait correspondre un (i 4 j — 1)-tenseur noté [4, B] qui peut
&tre défini de la maniere suivante : pour toute (i + j — 1)-forme fermée 8, on a

(1.1) i([4, BDB = (—1)"*i(A)di(B)g + (—1D)%(B)di(4)g ,

olt i( . ) est le produit intérieur. Pour i = 1, [4, B] = £(4)B, ou #(.) est
Popérateur de dérivation de Lie. On vérifie immédiatement sur (1.1) quil’on a

(1.2) [4, B] = (—=1)¥[B, A] .
De plus si C est un k-tenseur, on a “I’identité de Jacobi”
(1.3) (=D1¥I[B,C], 4] + (—1)*[IC, 4], B] + (—=1)*[[4,B],C] =0.

Un calcul élémentaire fournit pour composantes de [4, B] sur le domaine d’une
carte locale arbitraire :

[A’ B]Ka..-Kc-H — (i i)‘ ]‘1 eﬁz.::'lf‘;:.-{tJjARIg---IiaR'BJl...JJ

(—1) Koo Kitg RJIgeed IyeeeI
+ meh..;n‘];..‘]!B JGRA i,

1.4)

ou ¢ est I’indicateur antisymétrique de Kronecker et ou 3, = a/9x%.



LES VARIETES DE POISSON 255

(b) Donnons-nous sur W un 2-tenseur G partout de rang 2n (G**' = 0,
G” est partout % 0). Nous posons dans {a suite & = m — 2n; nous notons
P, q,r, s des indices prenant 2n valeurs, a, b, ¢, des indices prenant A valeurs.

Sur I’espace N = C=(W; R), introduisons 1’application bilinéaire alternée
(on crochet de Poisson généralisé) N X N — N définie par

(1.5 {u, v} = i(G)du N dv) , (u,peN) .

Si u, v,w e N, étudions la fonction

t = S{{u, v}g, Wie »

ou S désigne la sommation aprés permutation circulaire. On a explicitement
sur U

{u, v}g, wle = GPC0,(G4%3 4udgv)dcw .
Un calcul direct donne
tly = (GF49,G5¢ + GEE§RrG4 + GEOOrGAP)o qudgvdew .
Or il résulte de (1.4) que les composante de [G, G] sur U sont données par
(1.6) i1G, Gl48¢ = GR45,G5C + GPRB3,GC4 + GECH,GAE
On.a ainsi
tly = G, G145%9 ,ud zvoow .

Ainsi pour que (1.5) vérifie I’identité de Jacobi, il faut et il suffit que [G, G]
= 0. Nous sommes ainsi conduits & la définition suivante

Définition. On appelle variété de Poisson une variété W, de dimension .,
munie d’un 2-tenseur G de rang constant 2n (avec h = m — 2n) vérifiant

(1.7 [G,G] =0.

Sur une variété de Poisson (W, G), le crochet (1.5) défini par G détermine sur
N une structure d’algébre de Lie. Cette algébre est dite 1’algébre de Lie dyna-
mique de la variété de Poisson.

De telles variété ont été introduites et étudiées sommairement dans [9, § 31.
Les variétés symplectiques (b = 0) et les variétés canoniques (A = 1) sont des
cas particuliers des variétés de Poisson. Dans la suite, nous supprimerons dans
(1.5) I’indice G lorsqu’aucune confusion n’est i craindre.

(c) Examinons le cas des variétés symplectiques. Une structure symplecti-
que est définie en général sur une variété W de dimension 2 par une 2-forme
F de rang 2n, fermée (dF = 0). Nous notons p: TW — T*W I’isomorphisme
de fibrés vectoriels défini par p(X) = —i(X)F, ou X ¢ TW. Cet isomorphisme
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s’étend naturellement aux fibrés tensoriels. Soit G le 2-tenseur ¢~ '(¥) de rang
2n; le crochet de Poisson de (W, F) est défini par (1.5) et G vérifie (1.7).
Inversement une structure symplectique peut étre définie sur # de dimension
2n par un 2-tenseur G de rang 2n vérifiant (1.7) (définition comme variété de
Poisson) ; G définit directement " et par suite x. De plus si 4 est un i-tenseur,
on a (voir [11, § 3])

(1.8) (G, AD = dp(A) .

On sait qu’il existe sur une variété symplectique des atlas de cartes canoniques
(x?} = {(x=, 2} (@=1,---,n; @ =« + n); dans une telle carte, F a pour
seules composantes non nulles

F =_Fda=17

aa

d’ot ’on déduit un résultat analogue pour G. On a le lemme suivant, utile
sous cette forme.

Lemme. Soit V un domaine de R*™ muni d’un 2-tenseur G de rang 2n
vérifiant [G,G] = 0. Si x e V, il existe une carte {x*} = {x°, x*} de domaine
UCV,oixeU, tel que G admette pour seules composantes non nulles

1.9 G®*= —-G*=1.

2. Feuilletage et coordonnées canoniques pour une variété de Poisson

(a) Soit (W, G) une variété de Poisson telle que / # 0. Si U est un domaine
contractile de W il existe sur U, d’apreés la condition portant sur le rang de
G, h 1-formes 0® (@ = 1, - - -, h) linéairement indépendantes, telles que

2.1 GP4o® =0 .
On déduit de (1.7) a partir de (1.6):
GuaaDGba,w;a> + GPCh,GA . 0@ = 0,
soit, d’aprés (2.1),
GPPGC4(0p0f — 0,408) =0,
ic’est-a-dire,
(2.2) GEPGE(dw')py = 0 .

Adoptons sur U des coreperes privilégiés {w’} de la forme {0, ©®}. On a
dans ces coreperes G?2 = 0 et dét (G?9) # 0. La relation invariante (2.2)
s’écrit
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G7"G¥(dw'®),, = 0,
soit
2.3) dw),, =0.

(2.3) exprime que le systeme différentiel ' = 0(a = 1, - - -, h) est compléte-
ment intégrable. 1l existe sur U des cartes locales {x?, x?} telles que pour ces
cartes:

2.4) GBr =0.

Le tenseur G définit ainsi un champ intégrable de 2r-plans et par suite un
feuilletage de W de codimension 4, dont les feuilles sont les intégrales maxi-
males du champ. Soit Y'(x) la composante connexe de x de la feuille passant
par x; d’apres (2.4), G définit sur X(x) un 2-tenseur G, partout de rang 2n
vérifiant

(2-5) [Gz(a:): qu;)] =0.

2(x) est donc une variété symplectique dont nous désignons par F, la 2-
forme fermée de structure.

Proposition. Une variété de Poisson (W, G) admet un feuilletage régulier
de codimension h par des variétés symplectiques.

(b) Dans la carte locale {x*, x?} de domaine U pour laquelle (2.4) est
satisfait, la relation (1.7) s’écrit

G'9,G + G'9,G™® + G'9,G?1 =0 .

Pour x* = const., on peut, d’aprés le lemme du § 1, effectuer un changement
des coordonnées x? tel que les composantes de G soient canoniques au sens de
(1.9). 1l existe ainsi des changements de cartes de la forme

x¥ = x°, x? = x¥(x%, x?) ,
tel que, par rapport a {x¥, x?} = {x?, x%, x*}, le 2-tenseur G de W admette
comme seules composantes non nulles

Galxz __Gaa-: 1 .

Une telle carte sera dite une carte canonique pour la variété de Poisson (W, G).
Nous avons établi

Proposition. Une variété de Poisson (W, G) admet des atlas de cartes
canoniques.

En particulier, elle admet des atlas de cartes pour lesquelles G a des compo-
santes constantes.
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3. G-cohomologie d’une variété de Poisson

(a) Soit (W, G) une variété de Poisson. Il résulte de (1.3) appliqué au
i-tenseur A4 et aux 2 tenseurs B = C = G que, pour tout 4, on a sur (W, G)

3.1 [G,[G,A1] =0.

Introduisons sur les tenseurs contravariants antisymétriques, I’opérateur 9 qui,
a tout i-tenseur A fait correspondre le (i + 1)-tenseur

(3.2) 4 = —[G, 4] .

(3.1) exprime que 9 est un opérateur de cohomologie (3° = 0).
Soit U le domaine d’une carte pour laquelle G a des composantes constantes.
Si A est un i-tenseur sur U, 34 a pour composantes

1

(3.3) (0A)Bo B = —?5332215100°383A°'1"'°'4 .
!
On a
Lemme. Si A et B sont respectivement un i-tenseur et un j-tenseur
3.4 HA NB)=04A NB + (—1)4 AN 3B .
En effet sur U
(3.5 (A N\ B)erCits = _'1.' e Gis g AN BB B
ilj!
D’autre part
{a(A /\ B)}Do---Dt+j — (l +1 ])' egg.':.'c’?,‘;‘]GC"RaR(A /\ B)Cl'--Cz+j ,

soit, d’apres (3.5),

(00 A BYPoroins = L podiy L (GooRg, g 4spE D)

ilj!
+ GCDRAAI...A,;aRBBl...B,) .
Ceci peut s’écrire
{a(4 N\ B)}Po-Pits
= -G_:l_ll)_'j'aggiif}}jg{...B,<71'—ef&;'.{‘{&i(;ADRaRAAl...Ac)BBl...B,

(=1y ot 1 ppe..
g D R A i G o)
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ce qui n’est autre que (3.4).

La cohomologie définie par 8 sur I’algebre extrérieure des tenseurs contrava-
riants antisymétriques sera dite la G-cohomologie de la variéié de Poisson.

Dans le cas particulier d’une variété symplectique (c’est-a-dire si m = 2n),
cette G-cohomologie est isomorphe d’aprés (1.8) a la cohomologie de G. de
Rham de la variété W (voir [11, § 3]).

(b) Examinons, dans le cas général, le caractere localement trivial de la
G-cohomologie. Soit U un domaine contractile et {x4} = {x%, x?} une carte
canonique de domaine U. Si A4 est un i-tenseur sur U, décomposons A4 selon
les types relatifs a la carte {x%, x?}. Nous sommes amenés a distinguer deux
cas:

I A

Il
M

Ay, pouri > h,

s -~
I
>-' <

II.

Z_: Ay + Ay pour i < &,

ol A, est un i-tenseur de type (I, i — I) par rapport a la carte, soit
A(L) — {A”’l'-'azpl+1"'p1} .

11 résulte de (3.3), soit

(3.6) (0A)Po Pt = — = Py G179, A0
que 94, est un (i + 1)-tenseur de type (I, i — I + 1). Pour que 94 =0, il
faut et il suffiit que 04, = O pour tout [, c¢’est-a-dire que

1

3.7 =

erl z:Gr,sa 140.1 CpTi1eeTe () |

D’aprés le lemme de Poincaré et les résultats du cas symplectique (voir a) il
existe sur U, pour I < i — 1, un tenseur B, de type (I, i — I — 1) tel que

Ay, = 0B, I<i—1.

On a dans le cas I:

et dans le cas II:
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olt A, = {A**} n’admet que les composantes de type (i, 0) constantes sur
les feuilles. Un tel tenseur sera dit constant pour le feuilletage. On a

Proposition. Soit (W, G) une variété de Poisson a feuilletage de codimen-
sion h. Sur un domaine contractile U de W

(1°) Si i > h, tout i-tenseur A cocycle (8A = 0) est un cobord (locale
trivialité).

(2°) Sii < h, tout i-tenseur A cocycle est somme d’un cobord et d’un
tenseur constant pour le feuilletage.

(¢) Nous notons dans la suite H:(W, G) le i¢ espace de G-cohomologie de
(W, G), quotient de 1’espace des i-tenseurs cocycles de (W, G) par 1’espace des
i-tenseurs cobords. Nous interpréterons ces espaces en termes de cohomologie
de ’algebre de Lie dynamique N de la variété de Poisson.

Donnons-nous un i-tenseur A et un j-tenseur B de W et appliquons (1.3)
aux trois tenseurs A, B et G. On obtient

(3.8) 8[A, B] = —[d4, B] — (—1)[A4,0B] .

Il en résulte que le crochet de Schouten induit un crochet sur 1’espace des
classes de G-cohomologie.

II. COHOMOLOGIE 1-DIFFERENTIABLE DE N

4. Cohomologie de Chevalley-Eilenberg de 1’algébre de Lie N

(a) La cohomologie de Chevalley-Eilenberg de I’alggbre de Lie N est
définie de la mani¢re suivante: les i-cochaines C de N 'sont les applications
i-linéaires alternées de N* dans N, les o-cochaines s’identifiant 4 des éléments
de N. Le cobord de ia i-cochaine C est la (i + 1)-cochaine gC définie par [6]

0C(uy, -+, uy) = %—eé?::;“{u;o, Cluy, » -+, up)}
.1 )

1
- 5(—1.—‘_—1)’!—53?~-i2tc({u209 uh}: uiza DY uz;) s

oll u; ¢ N. L’espace des 1-cocycles de N est, par définition, 1’espace des dériva-
tions de N, celui des 1-cocycles exacts est celui des dérivations intérieures de N.

Une i-coghaine C est dite locale si, pour tout élément 1, de N tel que u,ly
= 0 sur un domaine U de W, ona C(u;, «+ -, uy)|ly = 0; si C est locale, aC
est locale.

(b) Une i-cochaine C est dite 1-différentiable si elle est définie & partir
d’opérateurs différentiels du premier ordre sur les éléments de N. Toute i-
cochaine 1-différentiable C de N (voir [11, § 3]) admet une décomposition de
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la forme C = 4 + B, ou A et B sont respectivement définis par un i-tenseur
et un (i — 1)-tenseur désignés par la méme notation, de telle sorte que, sur le
domaine U d’une carte locale {x*}, on ait

Auy, -+ uy)ly = AR % uy -+ - AU, ,
1

B(ul’ e, ui)lU = (T_-_T

2102 RKgs o K.
€15 ‘B iullaKzulz e aKiuli N

Une i-cochaine 1-différentiable telle que sa partie de type B soit nulle est dite
pure.

Nous sommes ainsi conduits a étudier la cohomologie 1-différentiable de
I’algebre de Lie N.

5. Cohomologie 1-différentiable de N

(a) Des calculs identiques & ceux détaillés dans [11, § 3], ¢ conduisent
immédiatement a la proposition suivante :

Proposition. Le cobord d’une i-cochaine 1-différentiable pure définie par
un i-tenseur A est la (I 4+ 1)-cochaine 1-différentiable pure définie par le
(i + D-tenseur 04 = —[G, A].

Il ¥ a donc cohérence des notations concernant les cobords. Nous obtenons
ainsi une interprétation de la G-cohomologie, donnée par 1’énoncé suivant :

Théoréme. Let i¢ espace de cohomologie 1-différentiable pure H,(N) de
Palgebre de Lie N, a valeurs dans N, est isomorphe au i¢ espace de cohomo-
logie H'(W ; G) de la variété de Poisson (W, G).

(b) Soit e(G) Vopérateur sur les tenseurs contravariants antisymétriques
défini par le produit extérieur par G. Il résulte du lemme du § 3 (formule (3.4))
que e(G) agit sur les classes de G-cohomologie de la variété (W, G). Nous
sommes conduits & introduire le sous-espace P{(W ; G) de H(W ; G) noyau de
e(G) et le sous-espace QW ; G) de H'(W ; G) image par e(G) de H**(W ; G).

Soit C = (A4, B) une i-cochaine 1-différentiable arbitraire sur N. Des calculs
identiques a ceux de [11, §4], montrent que le cobord aC est la (G + 1)-
cochaine 1-différentiable definie par

(5.1) oC = (—[G, Al +- G A B,[G,B]) .
Pour que (A4, B) soit un i-cocyle, il faut et il suffit d’apres (5.1) que
5.2) 0A = —-G N B, 0B =0.

Pour que (4, B) soit un i-cocycle exact, il faut et il. suffit qu’il existe une
({ — 1)-cochaine (D, E) telle que

(5.3) A= +GANE, B=—3E,
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Soit (A4, B) un i-cocycle ; d’apres (5.2), e(G)B est exact et la classe de B ap-
partient a P*"Y(W ; G). Tous les i-cocycles admettant B comme second élément
sont de la forme (4 + R, B) avec o0R = 0. _

Si le i-cocycle (A4, B) est exact, B est exact et il existe un (i — 2)-tenseur E,
défini a E — E + S pres (avec 35 = 0) tel que B = —8E. Choisissons un E;
on déduit de (5.2):

5.4) A—GANE=R, OGR =0 .
D’apres (5.3), (A, B) est exacte si et seulement si le i-tenseur
GANE+R—-—GANE—-GANS=R-—-GANS

est exact. Ainsi (4, B) est exacte si B est exact (B = —dE) et si la classe de
R =A4 — G N\ E appartient & QW ; G). Nous avons établi

Théoréme. Le i¢ espace de cohomologie 1-différentiable H'(N) de I’algébre
de Lie dynamique N d’une variété de Poisson (W, G) est isomorphe a I’ espace

PEW, )@ HW; G0 W;G),

oit PP~ (W ; G) est le noyau de I’opérateur e(G): H'-'(W ; G) — H** (W ; G)
et ou QYW ; G) est Uimage par &(G) de H"¥W ; G) dans H'(W ; G). Si G est
exact, on a P (W ; G) = HY(W; G) et QU W, G) = {0}; H'(N) est alors
isomorphe a H*(W ; G) + H{(W ; G).

(¢) On peut définir sur la cohomologie envisagée de N une structure
d’algebre en introduisant le produit extérieur

(55 WUBANMU,B)=ANA,BNA +(=1))A N B),

ou (A, B) est une i-cochaine sur N, (4’, B’) une j~cochaine. On vérifie immé-
diatement [11, § 5, c] que

(5.6) A,BYN\(A,B) =(—1)¥A,B) N (4", B) .
En ce qui concerne le cobord, il vient

5.7) o{(4, B) N\ (4’, B")}

’ =dd,B) AN (A’,B") + (=1)¥(A,B) A\ 3(A’,B’) .
I1 en résulte

Proposition. Le produit extérieur (5.5) induit, sur I’espace des classes de
cohomologie 1-différentiable de I’algébre de Lie N, une structure d’algébre de
cohomologie,
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1. 1-COCHAINES DE N A COBORD D-DIFFERENTIABLE

6. 1-cochaines de N(U) a cobord d-différentiable

En reprenant les raisonnement de [8, §II], nous allons établir pour les
variétés de Poisson un théoréme semblable a celui concernant les 1-cochaines
locales sur 1’algébre de Lie dynamique d’une variété symplectique.

() Soit {x1} =%, x?} = {*x,x%}, A =1,---,m;a=1,---,h;
=1, ..., n), une carte canonique donnée de (W,G) de domaine U. Dans
cette section, nous notons exceptionnellement {y*} les coordonnées locales
constantes le long des feuilles. Si N(U) est I’algebre de Lie dynamique de la
variété de Poisson (U, G|y), donnons-nous un. endomorphisme T, de N(U) tel
que a7y soit une 2-cochaine d-différentiable (d > 1), en un sens évident, de

N(U). Désignons par K une suite de m entiers (k,, - - -, k,,,) positifs ou nuls
et posons |K| =k, + --- + k,. Pour tout u,» e N(U), on a sur U
6.1) Ty({u, v — {Ty), v} — {4, Ty(v)} = Cylu, v)

la 2-cochaine d-différentiable C4(u, v) s’exprimant par
Cd(u, /U) = AKL(aKuaL’U - aK/UaLu) + BL(uaL/U - /UaLu) s

ou K, L sont des indices de différentiation vérifiant 1 < |K{ < d, 1 <|L|< d.
On établit comme dans [8, § 3] a
Lemme 1. T et la carte canonique {x*} de domaine U étant donnés, il
existe un opérateur différentiel unique Py d’ordre d sur N(U) tel que

T%ZTU—-PU

annule les polynémes de degré d en les coordonnées canoniques; Py vérifie
(6.1) pour une 2-cochaine d-différentiable convenable et est invariant par trans-
lation de la carte canonique.

(b) Soit «7/(U) I’anneau des fonctions a € N(U) telles que [Gly,a]l = 0; a
ne dépend que des y*. Nous allons établir

Lemme 2. L’endomorphisme T¢, du lemme 1 agissant sur les polyndmes
de degré (d + 1) en les coordonnées canoniques fournit un élément de o7 (U).

Ce lemme n’est en fait utile que pour d = 1 et T% opérant sur les polynémes
de degré 2.

Soit x, ¢ U le point de coordonnées nulles dans la carte canonique envisagée.
On note M un mondéme générique de degré (d + 1)

(6.2) M o= D% - (ME)REDB - - (xm)e(am)t

avee
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koot kA b+ L+t L+ L =d+ 122,

Ecrivons (6.1) appliqué a T pour u = M, v = x*; {M, x*} étant un polyndme
de degré d, il vient

(T, x2} = —Co(M, x7)
soit
3.THM) = —Cy(M, x%) .

Le méme raisonnement est valable pour ¢ = x°. La 2-cochaine C, étant d-
différentiable, on a en x,

(apT‘li/(M))(xo) =0 .
soit
[G'U, T?/(M)](xo) - O .

Par translation de la carte canonique, il en résulte que T4(M) ¢ «/(U), ce qui
démontre le lemme.

(c) Lemme 3. Si T¢ est I’endomorphisme défini par le lemme 1 et si
u ¢ N(U) admet un d-jet j*(u) nul en x, ¢ U, T4 (u) est nul en x,.

Par translation, nous pouvons supposer que x, a des coordonnées nulles dans
la carte canonique envisagée. Si j%(u)(x,) = 0, la fonction u peut s’écrire sur U

(6.3) ' u =MD .

On peut développer & (x4) selon les puissances de x' par exemple, par la for-
mule de Taylor:

() = D) + F2D 4 -+ OEF D) + (DEFRF ()

ol I # 1. On peut supposer ou bien k; + - -+ + k, = d 4 1 dans M, ou bien
qu’un indice [,/ par exemple, est >1. En substituant le développement
précédent dans (6.3), on voit qu’il suffit d’étudier les éléments « de N(U) des
trois types suivants:

(1) up=Nox) (T #T1)
avec
N = ()F - M) - - ()i,
ou

kit ootk L LR zdr L, L2
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(ID) uy = (X 2Pp(x4)
(11) Uy = OO -+ - OMBZ (D),

ki 4+ oo b hky=d+1, k>1.

Pour obtenir une fonction v; telle que {(x)?% v;} = u;, c’est-a-dire telle que
2x'9; v; = Ne(x?) il suffit de prendre

0= gy O s ORI ()

Avec ce choix, on a d’apres (6.1) appliquée a 7% :
THup = TEHEY, vi} = {THGDD), vi} + {2, TH(vp} + Co((x), vp) -

D’apres le lemme 2, T4((x)? ¢ «/(U) et le premier terme du dernier membre
est nul. On en déduit qu’en x,

(T )(x) =0 .

Considérons maintenant la fonction uy; pour que {(x!)?, vy} = uy il faut et il
suffit que

00 = — B0y (eA)
Si ¥(x4) est une primitive en x* de (x4), on peut prendre
vy = —3ENT(x4) |
Avec ce choix, on a d’apres (6.1) appliquée a T¢
T4(uy) = THEY, v} = {THEDD, va} + {&D2, TE ()} + Co(ED, vy -
On voit encore qu’en x,
(THum)(x) = 0.
Cherchons enfin une fonction vy telle que {y', x, vy} = Y{x!, Vi) = Uy, s0OIt
Ovm = OHM0H* .- ) E (D .
Nous prenons
vm = ODEGHE - GMEIE () ,
ol le facteur de Z est de degré d + 1. On a d’apres (6.1) appliqué a T
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T3 (uy) = T‘zil{ylx1> 'UIH} = {T‘zi](ylxl), 'UIII} + {ylxl, T‘zi/('vnl)} + C,0'x', v »
et I’on en déduit qu’en x,
@ ‘zi/(um))(xo) =0,

ce qui démontre le lemme.

(d) On en déduit la proposition suivante.

Proposition. Si T est un endomorphisme de N(U) tel que 0Ty soit une
2-cochaine d-différentiable (d > 1) de N(U), on a

.TU=PU1

ou Py est un opérateur différentiel d’ordre d sur N(U).

Soit x un point arbitraire de U, {x4} une carte canonique de domaine U.
A Ty correspond par cette carte I’opérateur différentiel P; d’ordre d tel que
I’endomorphisme T¢ = T, — P, annule les polynémes de degré d en les
coordonnées canoniques (lemme 1).

Soit # un élément de N(U). 1l existe sur U un polyndme 4, de degré 4. en
les coordonnées canoniques, tel que

P = @) .
II résulte du lemme 3 que ’on a
(TE(x) = TH@)x) =0 .

Ainsi T%(u) est nul en x, donc sur U et, pour tout u € N(U), on a T (1) =
Py(u), ot Py est un opérateur différentiel d’ordre d.

7. 1-cochaine lIocale de N a cobord d-différentiable

Une i-cochaine locale de N est dite d-différentiable si elle induit, pour tout
domaine U de W, une i-cochaine d-différentiable de N(U). Considérons une
cochaine locale T de N telle que 8T soit une 2-cochaine d-différentiable de V.

Soit U un domaine de W. Si uy e N(U), soit ue N telle que uly = uy;
I’endomorphisme local T de N induit sur U par Ty(uy) = T(u)|y un endomor-
phisme T, de N(U) tel que 8T soit une 2-cochaine d-différentiable de N(U).
D’aprés la proposition précédente, il existe sur N(U) un opérateur différentiel
Py d’ordre d tel que Ty = Py.

Introduisons un recouvrement localement fini {U,} de W par des domaines
de cartes canoniques. On pose T, = Ty, P, = Py,. Pour ue N, on a pour
xelU, B

T (ulp))x) = P(ulg))(x) .
Pourxe U, N U,., i vient
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(P, (u|p,))x) = (P(ulp)x) = (T@)(x) .

I1 en résulte que les P, définissent sur N un opérateur différentiel P d’ordre d
tel que pour tout u € N, on ait T(u) = Pu. Nous énongons

Théoréme. Si T est une 1-cochdine locale de N telle que 8T soit une 2-
cochdine d-différentiable (d > 1), T est elle-méme d-différentiable.

Toute dérivation locale de N €étant un 1l-cocycle, on peut lui apphquer le
théoréme précédent avec d = 1. Il vient

Corollaire. Tout dérivation locale de I’algébre de Lie N est 1-différentiable.

IV. ALGEBRES DE LIE ATTACHEES A UNE VARIETE
DE POISSON DERIVATIONS

8. Les algébres de Lie L, L, L*

(a) Soit (W, G) une variété de Poisson. Ftudions les espaces de cohomologie
H'(W ; G) et H(W ; G) correspondant a la G-cohomologie.
Pour que a (O-tenseur) élément de N définisse un 0-cocycle, il faut et il suffit
que :

@n° . [G,al =0 .

. )
Les fonctions a satisfaisant (8.1) définisse un anneau .« et H(W"; G) est iso-

morphe a .&7.
Pour que le vecteur X définisse un 1-cocycle, il faut et il suffit que Pon alt

®2) ' [G,X1=0,
c’est-a-dire
(8.3) F(X)G =0.

Un tel champ de vecteurs définit un automorphisme infinitésimal de la variété
de Poisson (W, G). L’algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux de
(W, G) sera noté L, celle des automorphismes infinitésimaux a supports com-
pacts (Lg)o; Le et (Lg), sont des «7-modules. Un élément X de L, sera encore
dit une fransformation infinitésimale (t.i.). de Poisson.

Soit {x®, x*} une carte canonique de (W, G) de domain U. Si X ¢ LG, i
résulte de (8.2) d’une part que = , )

3,Xe =0,

et Xe appartient d &/ (U), d’autre part que
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G5, X — G5, X? =0,
et, d’aprés 1’étude du § 3, il existe une fonction u, ¢ N(U) telle que
8.4 X? = [Gly, uyl® .

(b) Soit L (resp. L,) le sous-espace de L, (resp. (L,),) défini par les élé-
ments tangents au feuilletage ; L et L, sont encore des .«7-modules.
Si XelLg yelL, il résulte du a que ’on a sur le domaine U

[X, Y]’ = X46,Y° — Y49,X* =0,

puisque Y2 = QO et [Lg, L] C L. Ainsi l’algébre de Lie L (resp. L,) des t.i. de
Poisson tangentes au feuilletage (resp. d supports compacts) est un idéal de L.
Soit 2’ une feuille connexe du feuilletage. Si X; est le champ de vecteurs

induit sur 3 par X ¢ L, le 2-tenseur G; définissant la structure symplectique
de X vérifie

F(X)G;=0.

Ainsi, si X est une t.i. de Poisson tangente au feuilletage, elle induit sur
chaque feuille de (W, G) une t.i. symplectique.

Si gy est I'isomorphisme entre vecteurs et 1-formes de 2 déterminé par G,
I’élément X de L définit une famille réguliere & = {£;} de 1-formes fermées
&y = py (X;) de 3. Nous notons ce fait

(8.5) dg =0,

ot d est la différentielle extérieure la long des feuilles.
(© Soit X,,X,¢eL, &,§&, les deux familles de 1-formes correspondantes
vérifiant

(8.6) ds, =0, de, = 0.
Dans la carte canonique {x*, x?} de domaine U, nous avons
X{ =G, , Xi=G"4,.
On en déduit
(X1, Xo]7 = G796,,0,(G776) — G79640,(G°%&,)
ce qui peut s’écrire, compte-tenu de (8.6),
[X}, Xo1P = GP0,(GTE146,) -
Or



LES VARIETES DE POISSON 269

wy = GU&156;,
est ia restriction & U d’une fonction w € N notée
8.7 w=IiG)E&NE) .
Si F; est la 2-forme de ¥ définie par G;, on a pour tout x e W

w(x) = i(X,(x) N\ Xz(x))Fr(z) .

On a donc
(8.8) [X,, X,] =[G, w], (weN) .

Soit N, le sous-espace de N défini par les fonctions a supports compacts. Nous
sommes conduits a introduire 1’espace L* (resp. L) des champs de vecteurs
X définis par

(8.9) X =[G, 4},

ou u est un élément arbitraire de N (resp. Ny); L* et L§ sont des «/-modules.
SiZeLsetXelL* ona

[Z, X] = (D)X = LG, ul =[G, Z(Du],
et [Lg, L*] C L*, [Ly, L¥) < L¥. Ul résulte d’autre part de (8.9) que

(L,LlcL*, [LL]cCL*.

Ainsi

Proposition. (1) L* est un idéal de Ly et L]L* est abélien.

(2) OnalLg LFl C LY, [L,L,) C L¥; L¥ est un idéal de Lg et L,/L§
est abélien.

Notons que, pour que le 1-cocycle défini par X € Ly soit exact, il faut et il
suffit qu’il existe u e N tel que X = [G, u], c’est-a-dire que X appartienne a
L*, Ainsi H(W ; G) est isomorphe a Ly]L*.

(d) Soit N I’espace des classes de fonctions de N, modulo les fonctions
additives appartenant a .. C’est encore un «/-module. Nous notons z: u € N
— 7(u) = 4 ¢ N la projection canonique de N sur N. Siu ¢ N, sa différentielle
du tangente aux feuilles ne dépend que de la classe # de #; nous la notons
éventuellement di.

Siu,v e N, leur crochet

{u, v} = i(G)(da N\ dv)
ne dépend que des classes @, 7 ¢ N de u,» et il induit par suite sur N unre

structure d’algébre de Lie. L’isomorphisme naturel du .«7-module L* sur le
s/-module N est, d’aprés (8.7), (8.8), un isomorphisme d’algébres de Lie.



270 -~ ANDRE LICHNEROWICZ

9. Dérivations locales de N et algébre de Lie L°

() Soit 2 une dérivation locale de N, c’est-a~dire un endomorphisme local
de N vérifiant pour tout u, v € N la condition

©.1) D{u, v} = {Du, v} + {u, v},

qui exprime que 82 = 0. D’aprés le corollaire du § 7, & est nécessairement
un cocycle 1-différentiable : si nous posons 2 = (X, a), ou X est un vecteur
et a un scalaire, on a pour u e N

9.2) - Du = LXu + au .
Pour que (9.1) soit satisfaite, il faut et il suffit.d’aprés (5.1) que
' 39 = (—[G, X1 + 4G, [G,a)) = 0,
c’est-a-dire que
,Z(X)G:aG, [G,al=0.

IT est clair que les dérivations intérieures de N sont données par @ = (X,0)
ou X e L*. . _

(b) Nous dirons que le vecteur X définit une t.i. conforme de Poisson s’il
existe a, € & telle que . :

(9'3) - g(X)G = axG .

Soit {x2, x?} une carte canonique de (W, G) de domaine U. Si X est une t.i.
conforme de Poisson, on déduit de (9.3) comme au §8, a, que 3,X* =0 et
que, par suite, les composantes X appartiennent & «Z(U). Il en résulte que si
bes,ona

0.4 7 LX)beo .
Si X, Y sont deux t.i. conformes de Poisson :
L(X)G = ayG, L(Y)G = a,G,
oll dy, ay € /. On en déduit
Z(X, YDG = (2XN)LX) - LWLXNG = LX) ayG) — £ (¥Y)axG)
soit, aprés simplifications : '
03 2(X, YIG = (£Xay — £Max)G ,

N

ou
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ZXay — PYaye oL .

Les t.i. conformes de Poisson définissent ainsi, pour le crochet naturel, uhe
algébre de Lie notée L°,

Nous avons établi

Proposition 1. L’algébre de Lie naturelle des dérivations locales de N est
isomorphe a I’algébre de Lie L¢ des transformations infinitésimales conformes
de Poisson pour Uisomorphisme défini de la maniére suivante: si X e L®, ona
LX)G = a,G (avec a, € ) et X donne la dérivation

9.6) Dy = LX) + ax .

On note qu’avec les notations du § 5, H'(N) est isomorphe a L°/L*. Dési-
gnons par # le sous-anneau de .o7 (qui est un «/-module) défini par les fonc-
tions b de .o¢ telles que bG soit exact. D’apres le théoréme du § 5, H'(N) est
isomorphe 3 # @ Lg/L*.

(¢) Pour XelL’, YeL, onadaprés (9.5)

Z(X,YDG=0.
D’autre part, dans une carte canonique {x*, x?} de domaine U, il vient
[X,Y]? = X45,Y* — Y4 ,X"=0,

et [X, Y], tangent au feuilletage, appartient & L. Ainsi les algébres de Lie L
et L, sont des idéaux de L°.
Pour XeL®, Y =[G,v]leL* (avecve N), on a

[X,Y] = 2(X)Y = LXIG,v] = [a.xG,-v_] + (G, £(X)v] .
soit
9.7 (X, Y] =[G, £X)v + axv] ,

ol Z(X)v + a,v e N. On en déduit que L* et L¥ sont des idéaux de L°.

Proposition 2. Si L° est I’algébre de Lie des transformations infinitésimales
conformes de Poisson de la variété (W, G), les algébres de Lie L, L, L*, L}
sont des idéaux de L°.

10. Caractére local des dérivations de L, L, L’f

Nous nous proposons, dans la suite, de déterminer les dérivations des
algébres de Lie L¢, L, L* et nous voulons d’abord établir le caractére local des
‘dérivations de ces algebres.

Une dérivation de I’algebre de Lie L¢ est un endomorphlsme De:L°— L*
tel que pour tout X, Y ¢ L¢, on ait
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(10.1) DU[X, Y] = [D°X, Y] + [X, D°Y] .

Meémes- définitions pour une dérivation D de L, D* de L*, 2 de N, Z de N.
Soit D¢ une dérivation de L°, X un élément de L¢ tel que X |, = O pour un

domaine U de W. Donnons-nous un élément ¥ de L§ a support S(Y) C U.

OnalX,Y] =0et[X,DY]ly; = 0. Il résulte de (10.1) que I’on a

(10.2) | [D°X,¥Y]=0.

Soit x un point de U. Donnons-nous une carte canonique {x2, x*} de domaine
V tel que x e V C U pour laquelle x admet des coordonnées nulles. Prenons
Y =[G, v] ol v ¢ N, est a support S(v) C U et est tel que (dv)(x) = 0. On
a alors Y(x) = 0 et (10.2) peut s’écrire en x

((D°X)*0,Y")(x) =0 .
Orona
0,Y? = G"?9,,v .
La relation précédente s’écrit donc -
(10.3) | ' ((DX)*0,,)(x) =0 .

Choisissons pour v une fonction & support compact S(v) C U et qui dans le
voisinage V' de x s’écrive v|, = x®x?. On a sur V

00 = @ + ), 3,40 = (208 + 0307 .
Il vient en x
(DeX)*(x)(0502 + 0507) =0,
soit
(10.4) DeX)2(x). 02 + (D°X)?(x)-62 =0
Prenons B = r % p; il vient (D°X)?(x) = O et (10.4) se réduit i
DeX)e(x)-62 =0 .

11 vient (D*X)%(x) = 0. Ainsi (D°X)(x) = O et par suite D°X |y = 0. Le méme
raisonnement s’applique aux dérivations de Lg, L, L*. Nous avons établi
Proposition. Toute dérivation de L¢; Ly, L, L* est un opérateur local.

Pour une dérivation £ de N ou & de N, nous obtenons seulement par ce
type de raisonnement (S support)

(10.5) : S(dou) C S(du) , S(d2u)  S(du) ,

ol ueN, iie N. En particulier si a e &7, on a Qae .
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11. Etude de N(V)

Le caractere local des dérivations que nous voulons déterminer nous conduit
a procéder a une étude purement locale. Soit {y*, y?} une carte canonique de
domaine V' ; nous supposons que sur ¥, {y*} décrit un pavé I* de R* et que
{y?} décrit un domaine contractile V; de R*". La domaine ¥V ~ I* X V; sera
dit un domaine coniractile produit de W.

Considérant (V, G|,) comme une variété de Poisson, nous nous proposons
essentiellement d’étudier son algebre de Lie dynamique N(V) et ’algebre de
Lie L(V) = L*(V) des t.i. de Poisson tangentes au feuilletage. Nous noterons
Lg(V) (resp. L°(V)) lalgébre de Lie des t.i. (resp. conformes) de Poisson de
(Vs G]V)

(a) Introduisons sur V I’élément auxiliaire défini par la A-forme

h

(11.1) z= ] dy* .

Nous notons I, I'idéal de 1’algébre extérieure des formes ¢ sur ¥ admettant en
facteur la forme =, c’est-a-dire telles qu’il existe une forme +» de ¥V pour
laquelle

(11.2) o=aN.

Nous allons montrer que si ¢ est une (h + i)-forme fermée de I, elle est la
différentielle d’une (2 4+ i — 1)-forme de I,. En effet on peut supposer dans
(11.2) + de type (0, i) par rapport a la carte

P = PO Y )gpeg @ N o A dyT,
¢ étant fermée, on a dy = 0 et il existe une (i — 1)-forme x de V de type
(0,i — 1) telle que w = dy. 1l vient
p=nxNdy=zNdy,
et par suite
| = (= A y)

ce qui démontre la propriété.
(b) Introduisons sur ¥ la m-forme élément de volume », définie par

7v(X) = z(x) A 9:(x)  (xeV),

ol 5y = F%/n! est I’élément de volume symplectique de la feuille . On sait
que la donnée d’un élément de volume %, définit un isomorphisme *: 4 —
i(A)yy de I’espace des i-tenseurs de V' sur ’espace des (m — i)-formes; § =
(—1)*+~'dx définit alors I’opérateur divergence sur les i-tenseurs (§* = 0). En
coordonnées canoniques, on a
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(11.3) (514)82"'8’: — —BEARBT"B’ .

Toute m-forme de V peut s’écrire un,, ot u ¢ N(V); elle est fermée et appar-
tient a I,. Il existe par suite une (rm — 1)-forme + de V telle que

(11.4) uy = dir
avec
(11.5) =z Ayx.
Posons Z = —="4r; (11.4) peut s’écrire

U= —x"dxZ ,
s0it
(11.6) u=20Z.

11 résulte de (11.5) que dy* A + = O pour tout a, soit i(Z)dy* = 0 et Z est
tangent au feuilletage. Nous avons

Lemme 1. Pour ’élément de volume 7y, tout élément u de N(V) peut
s’écrire

u:&Z,

ot Z est un champ de vecteurs sur V tangent au feuilletage.
En coordonnées canoniques

(11.7) U= —0,7" .

L’¢lément de volume symplectique 7, définjt sur X une divergence o5 sur les
i-tenseurs de J. Si Z; est le champ de vecteurs induit par Z sur 2%, il résulte
de (11.7) que

(11.8) uly = 8,75 .

(& SiXeL(¥V), ona#(X)z =0 et par suite 5, est invariant par X, ce
qui se traduit par

(11.9) 06X = 0.

Pour X, YeL(V),ona X =[G, ul, Y = [G, v], avec u, v ¢ N(V) et la fonc-
tion {u, v} associée au crochet [X, Y] peut s’écrire

(11.10) {u,v} = LX) = —6(vX) .

Si Ny(V) est le sous-espace de N(V) défini par les fonctions & supports com-
pacts, nous sommes conduits a la définition suivante,
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Définition. On note N,(V) le sous-espace de N,(V) défini par les fonctions
u pour lesquelles il existe un vecteur Z a support compact S(Z) C V tangent
au feuilletage tel que

(11.11) ,, u=298Z.
Il résulte de (11.10) que I’on a
(11.12) {N(V), N(V)} C N(V) .
La relation (11.11) peut s’écrire
uly =025 ,

oll Z; est & support compact et il vient

(11.13) J I
2

Inversement si u € N(V) vérifie (11.13) pour toute feuille, u# appartient & N,(V).

Cela posé, on établit exactement comme dans [4, §8], a partir de la
caractérisation (11.13) des éléments de N,(V), le lemme suivant qui est un
instrument important.

Lemme principal 2. Soit U, U’ deux sous-domaznes contractzles produits
du domaine V, avec U’ C U. Donnons-nous 2n fonctions w® ¢ N,(V), d sup-
ports S(w®) C U telles que {y*, x* = w'® |y} définisse une carte locale de
domaine U’.

Si u est un élément de N\(V) tel que S(u) C U, il existe 2n fonctions v,
e N\(V), a supports S ,,) C U telles que

(11.14) u= 3 {Vp, w?}.
by

En particulier, si U est un sous-domaine contractile produit de V et siu est
un élément de N,(V) tel que S(w) C U, on peut trouver 2z couples (v,p,, w®)
d’éléments de N,(V) a supports dans U, tels que (11.14) soit satisfaite.

(d) Donnons-nous un recouvrement {U,},.; de V par des domaines con-
tractiles produits vérifiant la condition suivante (recouvremeni de Palais): il
existe une partition de I en une collection finie de sous ensembles I, (¢ =
1, -+, k) telle que, pour chaque g, les domaines pour lesquels v € I, soient
deux a deux disjoints. Soit {¢,} une partition différentiable de 1’unité subordon-
née au recouvrement ; nous posons

T, = D, 0.
vEl,
Si ue N(V), il existe sur V, d’aprés le lemme 1, un champ de vecteurs Z
tangent au feuilletage tel que # = 8Z. Posons
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ZF=TI,Z, u, =062

] [

Considérons, pour y fixé, les domaines {U,},;, deux a deux disjoints ; en appli-
quant a u,|;, le lemme principal, on voit que u, est la somme des crochets de
2n couples (v, w?) d’élément de N(¥). Ainsi u, e {N(V), N(V)} et u, some
finie d’éléments de {N(¥), N(V)} appartient a {N(V), N(V")}. On en déduit

(11.15) {N(V), NO)} = N(V) , [LOV),L(V)] = L) .

Proposition. Pour un domaine contractile produit V d’une variété de
Poisson, N(V) et L(V) coincident avec leurs idéaux dérivés.

12. Dérivations de L(1)

(@) Etudions d’abord les dérivations 2, de N,(V). Soit U un sous-domaine
contractile produit du domaine V. Si u ¢ N,(V) est a support Sw) C U, il
résulte du lemme principal (§ 11) qu’il existe 2n couples (v ,,, w'®) d’éléments
de N,(v) a supports dans U tels que

(12.1) u= 2 {vg w?}.

On en déduit
Du = 3 {91’0(;7): w®} 4 3 {v(p),glw(p)} .
? P

De ’expression du second membre, il résulte que S(x) C U implique S(@,u)
cU.

Cela posé, soit u un élément arbitraire de N(V). Il existe un champ de
vecteurs Z, a support compact S(Z), tangent au feuilletage, tel que u = oZ.
Introduisons un recouvrement fini {U,},., d’un voisinage ouvert de S(Z) par
des domaines contractiles produits et soit {¢,} une partition de 1’unité subordon-
née. Posons Z, = ¢,Z, u, = 6Z,. On a Q,u = 3}, Qwu,, ouS(@w,) C U,. llen
résulte

(12.2) S(@w) C S2) .

Soit U un domaine contractile produit tel que x|y = 0. On a 6Z|3 = &(Z|3)
= 0. Il existe sur U un 2-tenseur A4 tangent au feuilles et tel que Z|3 = 643.
Choisissons sur ¥ un 2-tenseur B a support compact, tangent aux feuilles et
tel que B|s = A. Nous pouvons substituer & Z le vecteur Z = Z — 6B, i
support compact, tangent aux feuilles et tel que u = 6Z, Z|s = 0. Il résulte
de (12.2) appliqué & Z que Q.ulp = 0.

Ainsi 9, est un opérateur local.

(b) Soit 2 une dérivation de N(V) et étudions sa restriction & N, (V). Soit
U C V un domaine contractile produit ; si # € N,(v) est a support S(u) C U,
on a (12.1) et par suite



LES VARIE) £S DE POISSON 277

Qu = Y} A{Dv ), wP} + 2V, DWP},

et P'on voit que Qu e N, (V).

Si u est un élément arbitraire de N,(V), on voit a partir d’un recouvrement
fini {U,} semblable & celui du a, que Qu est somme finie d’éléments Pu,
appartenant a N,(V), d’apres ce qui précede, donc que Zu e N(V). Ainsi la
restriction de 2 a N,(V) est une dérivation 2, de N(V).

Inversement soit 2, la dérivation de N,(V). Si u e N(V), introduisons u, €
N(V) telle que pour un domaine U, on ait uly = u,|y. En posant Qul, =
2,y on définit, d’apres le caractére local de @,, une dérivation nécessaire-
ment locale @ de N(V), dont la restriction a N,(¥V) coincide avec 2,. Une telle
dérivation locale de N(¥) est manifestement unique.

Proposition. Toute dérivation @D, de N, (V) est nécessairement locale.
L espace des dérivations de N(V) est I’espace des restrictions @ N,(V) des
dérivations de N(V). Il est isomorphe 4 I’espace des dérivations locales de
N().

(c) Soit 2 une dérivation de N(V). A partir de 2 et compte-tenu de (10.5),
on peut définir par P4 = PDu une dérivation Z de N(V) telle que Doz =
x o 9. Inversement, donnons-nous une dérivation Z de N(¥). Cherchons un
endomorphisme 9, de N(V) tel que, pour tout u, ¢ N,, on ait Du, = Pi,.
Un tel endomorphisme est unique : si d9.u, = 0, on a sur une feuille X de v

D)y = C = const.

D’aprés (11.13),
J Duls s =0,
z

et par suite 2,4, = 0. D’autre part & étant une dérivation de N(V’), on a de
méme

D2{wv} — {Du, v} — {w, 2,9}y = const. =0,

pour tout u,, v, € N, (V). Ainsi @,, si elle existe, est une dérivation bien déter-
minée de N(V).

Soit U C ¥V un domaine contractile produit. Si u € N,(V) est a support S(x)
C U, on a (12.1) et on peut poser par définition :

Du = 3 {DV,,, WP} + 3 Vg, ZWP}e D01,
» »

ou Qu e N(V).

Soit # un élément arbitraire de N,(VV). Avec le méme recouvrement qu’au
A, on pose Qu = 3, D, ou les Pyu, sont définis comme ci-dessus. On a
QueN(V)et
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@lu:Z@ﬁy:@ﬁ.

La dérivation 2, de N,(V) ainsi construite est la restriction 4 N,(V) d’une
dérivation locale 2 de N(V). Si u e N(V), introduisons u, € N,(V) telle que,
pour un domaine U de V, on ait u|y = u,ly. On a Duly = D,y et, d’apres
(10.5), dZal, = d4,|,. Ainsi Qu = Fi et D vérifie

(12.3) 10 = Tor .

La dérivation locale & vérifiant (12.3) est manifestement unique. On a & =
LX) + ax, ou X e LY(V) avec L(X)G — a,G = 0. On peut poser

PX)i = X , Ayil = ayu .
11 résulte de (12.3) qu’avec ces notations, toute dérivation .@ de N(V) peut
s’écrire

(12.4) 9 = %X) + ay XeL(V):

On déduit de (9.7) et de I’isomorphisme entre N(V) et L(V) que I’on a
Proposition. Toute dérivation de L(V) est donnée par YelL(V)—-I[X,Y]
e L(V), ot X e Le(V).

13. Détermination des dérivations de L, L*, L°

() Etant donné un domaine contractile produit ¥ de W, tout élément Y
de L(V) peut étre prolongé en un vecteur Y de L et, en particulier, en un vec-
teur de L*. &

Cela posé, soit D une dérivation de L dont nous savons qu’elle est nécessai-
rement locale. Donnons-nous un recouvrement {U,},¢; de W par des domaines
contractiles produits et désignons par I’indice v les éléments relatifs a U,. Si
Y, e L(U), il existe Y ¢ L tel que Y|U =7, Compte -tenu du caractére local
de D, en posant | .

DY, = DY|y,
on définit une dérivation D, de L(U,). 1l résulte de la propositiori ﬁrécédente
(§ 12) qu’il existe X, e L°(U,) tel que D, soit défini par .
DY, =[X,Y].
Si Y est un élément de L, on a donc

DY|U., = [X»: Y’U,] .
Pour xe U, N U, il vient
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ONW = [X,, YIp,)®) = [X,, Y]y, 100 .
Pourtout YeLettoutxe U, N U,, on a donc
(13.1) [X, - X,,Y]lx) =0.
De la relatioﬁ (13.1), on déduit par un raisonnement identique & celui du § 10
X, x) =X, xeU NU,.

On voit qu’il existe sur W un champ de vecteurs X unique, élément de L¢,
tel que X, = X|y,. On en déduit, le méme raisonnement étant valable pour L*.

Théoréme 1. Toute dérivation de L (resp. L*) est donnée par Y — [X, Y],
ounXelL°.

(b) Soit maintenant D° une dérivation, nécessairement locale, de L°¢. La
restriction D de D¢ a L définit une application lin€aire locale de L dans L¢ que
nous allons étudier.

Soit ¥ un domaine contractile produit arbitraire de W. Si Y, e L(V), il existe
Y e L tel que Y|, = Y. Compte-renu du caractére local de D, en posant

(13.2) / DyYy = DY}, ,

on définit une application linéaire D} de L(V') dans L*(V) qui, pour tout couple
Y, Zy e L(V) vérifie la relation

(13-3) DV[YV’ ZV] = [DVYV’ ZV] + [YV’ DVZV] -
Le second membre appartient nécessairement & L(V), idéal de L°(V). Ainsi
Dy[L(V), L(V)] C L(V) .

Comme [L(V), L(V)] = L(V) (§ 11, d) on voit que Dy est un endomorphisme
de L(V) vérifiant (13.3), c’est-a-dire une dérivation de L(V).

11 en résulte d’apres (13.2) que, pour tout Y ¢ L, DY laisse G invariant et
est tangent au feuilletage, c’est-a-dire est un €lément de L. Ainsi la restriction
D de D° a L est une dérivation de L. D’aprés le théoréme 1, nous pouvons la
définir par ’action d’un élément X de L°.

Pour Y e L6, Z ¢ L, on a avec nos notations

DY, Z] = [D°Y,Z] + [Y,D°Z],
soit /
LXNY,Z]) = DY, Z] + Y, £ (X)Z] .

Or Z(X) définissant une dérivation intérieure de L°:



280 ANDRE LICHNEROWICZ

LXNY,Z] = [£X)Y,Z] + [V, £2X)Z] .
Il en résulte par différence que, pour tout Z ¢ L,
(D¢ — 2X)Y,Z]=0.
On en déduit par un raisonnement encore identique a celui du § 10
DY = (X)Y

et D¢ est une dérivation intérieure de L¢. On a
Théoréme 2. Toute dérivation de I’algébre de Lie L° est iniérieure.

14. Dérivations de L,

(a) La détermination des dérivations de L, peut procéder comme celle des
dérivations de Le°. Soit D la restriction & L d’une dérivation D; de L,;. On
établit comme au § 13, b que D est nécessairement une dérivation de L; elle
peut donc étre définie par 1’action d’un élément convenable X de L¢. On établit
alors comme précédemment que ’on a nécessairement

(14 Dy = LX) .

Mais on doit noter que L; n’est pas un idéal de L¢ en général. Pour que #(X)
(avec X e L°) définisse une dérivation de Lg, il faut et il suffit que ce soit un
endomorphisme de L, c¢’est-a-dire que £ (X)Y ¢ L; pour tout Y e L. Il en
résulte

Théoréme 3. Toute dérivation de Ly est donnée par Y e L; — [X,Y] e
L., oit X appartient au normalisateur A" (Lg; L°) de L, dans L°.

Pour que X e L° appartienne a ¥ (Lg; L°), il faut et il suffit que ’on ait,
avec les notations du § 9

(14.2) Z(Vay =0,

pour tout Y de L.
(b) Intéressons-nous aux dérivations de Lgz(V), o ¥V est un domaine con-
tractile produit de W ; (14.2) s’écrit

Ybabax = 0 Py

et doit étre vérifié pour tout Y? ¢ &/ (V). Il en résulte ay = Ky = const.
Dans ce cas, A4 (Lo(V); Le(V)) est donné par les vecteurs X de V vérifiant

(14.3) LX)G = K4G .

Pour une variété de Poisson (W, G) arbitraire, 4 (Lg; L) contient 1’algébre
de Lie L{ des vecteurs X vérifiant (14.3).
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15. Etude des dérivations de I’algébre de Lie N

En ce qui concerne les dérivations de N, les résultats concernant les variétés
canoniques se transposent sans difficultés. Soit & une dérivation de N; nous
avons vu (§ 12, ¢) qu’il lui correspond une dérivation unique Z de N telle que
1o = Ponr.

Soit X I’élément de L° définissant &, ay 1’élément de .o/ correspondant.
Pour la dérivation locale de N donnée par

9’:$(X)+ax,

onaro(@ — 2) =0, c’est-a-dire Qu — P’u e &/ pour tout élément u de N.
Ainsi, étant donnée une dérivation £ de N, il existe X e L¢ et une application
linéaire A non locale de N dans <7 telle que

(15.1) D =2X) +ax+ 4.

Pour que 2 donnée par (15.1) soit une dérivation de N, il faut et il suffit qu’il
en soit de méme pour A, c¢’est-a-dire que pour tout u, v € N

Af{u, v} = {Au, v} + {u, Av},

ol le second membre est nul. Ainsi il faut et il suffit que A4 soit nul sur {N, N}.
Théoréme. Toute dérivation de N peut s’écrire d’une maniére unique

2=%X +ax+4,

ot X est un élément de L° et ot A est une application linéaire non locale de
N dans <, nulle sur {N, N}.

En général {N, N} diffitre de N (comme le montre I’exemple des variétés
symplectiques compactes). Si V' est un domaine contractile produit de W, on
a {N(V), N(V)} = N(V). Par suite toute dérivation de N(V) est de la forme
2 = ZX) + ay, ou X e LY(V). _ S S

V. DEFORMATIONS DE L’ALGEBRE DE LIE N

16. Déformations formelles 1-différentiables de N

(a) Soit E(N; 2) I'espace des fonctions formelles en 1 a coefficients dans
N. Considérons une application bilinéaire alternée N X N — E(N; ) qui
donne une série formelle en 2:

(16.1) [, 9], = {0, 2} + 5 7°C,(u, v) ,
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ou les C,(u,v) sont des 2-cochaines sur N qui s’étendent naturellement a
E(N; 2); (16.1) définit une déformation formelle de 1’algébre de Lie N si
P’identité de Jacobi est formellement satisfaite

(16.2) Sllu, v, wl; =0,

ol S est la sommation apres permutation circulaire. On sait, d’aprés Gersten-
haber [17], que (16.2) peut étre traduit par

16.3) oC, = E, t=12-.-9),

ou

(16.4) E(u,v,w)= 3, SC(C,(u,v),w).
r+s=¢

r,821

Si (16.3) est satisfaite pour ¢ = 1, ---,g — 1, ona 9E, = 0 et E, est un 3-
cocycle de N. On peut trouver une 2-cochaine C, vérifiant (16.3) pour t = g
si et seulement si le 3-cocycle E, est exact. La classe définie par E, est
I’obstruction & I’ordre ¢ a la construction d’une déformation formelle de- N
[17].

On dit que

(16.5) [, v], = {u, v} + 2C(u, v)

définit une déformation infinitésimale de N si I’identité de Jacobi correspon-
dante est satisfaite 4 ’ordre 2, ¢’est-a-dire si C est un 2-cocycle de N.

Une déformation formelle (resp. infinitésimale) de N est 1-différentiable si
les 2-cochaines C, de (16.1) (resp. C de (16.5)) sont supposées 1-différentiables.
11 résulte de (16.4) et du lemme suivant que cette restriction fournit un cadre
cohérent pour les déformations.

Lemme. SiC,C’ sont des 2-cochaines 1-différentiables sur N, la 3-cochdine
D définie par

2D(u, v, w) = SC(C'(u, v), w) + SC'(C(u, v), w)
est 1-différentiable. De plus si C’ = C = (4,B), on a
(16.6) D = (3[4,A1 — B AN A, —[B,A]) .

La démonstration de ce lemme est identique a celle donnée dans [8, § 8]. Si
(16.3) est satisfaire pourt = 1, - . -, ¢ — 1 par des 2-cochaines 1-différentiables,
il résulte du lemme que E, est un 3-cocycle 1-différentiable sur N. L’élément
de H3(N) défini par E, est I’obstruction a ’ordre g a la construction d’une
déformation formelle 1-différentiable de N.

(b) Considérons une série formelle en 2
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(16.7) T,=1d + 3 27, ,
s=1

ou les T, sont des opérateurs difiérentiels d’ordre s sur N, T, opere naturelle-
ment sur E(N ; 2). Nous dirons que (16.1) est une déformation formelle triviale
de N s’il existe (16.7) tel que I'identité

(16.8) T lu,v], - {Tu, Tw} =0

soit formellement satisfaite. On déduit du théoréme du § 7 par un raisonnement

identique a celui de (8, § 91 la cohérence de cette définition. ) ;
La déformation infinitésimale (16.5) est dite triviale s’il existe une 1-cochaine

1-différentiable T telle que -

(16.9) T,=1d + aT

vérifie (16.8) a I’ordre 2. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit qu’il existe
T telle que C = 97, c’est-a-dire que le 2-cocyle C soit exact dans la cohomolo-
gie 1-différentiable de N. La trivialité définit sur les déformations infinitésimales
une relation d’équivalence et I'on a

Proposition. L’espace des déformations mﬁmteszmales 1-différentiables de
N, modulo les déformations triviales, est isomorphe a H*(N), soit

PW; Q) @ HW; G)QW; G) .

17. Déformations formelles et mﬁmtesmlales inessentielles”

(a) Con31derons une série formelle en A
(17.1) G,=G+ 2 XG,,
r=1

ol les G, sont des 2-tenseurs de W tels que 1’.ideI‘1tit'é‘“

17.2) [G,G]l=0

soit formellement satisfaite. Il est équivalent de ;:lire que le crochet
(17.3) {, v}o, = iGIAu A dv),  (wveN),

satisfait formellement Uidentité de Jacobi; (17.3) définit aussi une déformation
formelle 1-différentiable de N qui se déduit d’une déformation formelle de la
structure géométrique de variété de Poisson; (17.3) est.dite une déformation
formelle de Poisson de N.

Une déformation formelle 1-différentiable [u,v], de N est dite messentzelle
s’il existe G, et T, tels que .
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(174) T;[u, ’UL - {Tlu’ Tlv}Gl =0.

(b) Soit G, un 2-cocycle pur sur N et T une 1-cochaine 1-différentiable tels
que pour une déformation infinitésimale 1-différentiable (16.5),

G, =G +1G,, T,=1d+ 2T

vérifient (17.4) a 'ordre 2. La déformation infinitésimale (16.5) est alors dite
inessentielle. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que C soit homologue
dans HA(N) au 2-cocycle pur (G, 0). L’inessentialité définit sur les déformations
infinitésimales une relation d’équivalence et 1’on établit comme dans [8, § 10]

Théoréme. I’espace des déformations infinitésimales 1-différentiables de
N, modulo les déformations inessentielles, est isomorphe d P(W ; G).

Pour qu’une déformation formelle 1-différentiable de N soit inessentielle, il
est nécessaire que la déformation infinitésimale définie par sa partie d’ordre 1
le soit. .

(¢) Supposons G exact dans la G-cohomologie. D’apres une remarque du
§5,b,ona

HN) =HW ;G HW; G,
HN) =H W ;G DHW;G),

ol H'(W ; G) est isomorphe & L,/L*. On déduit du théoréme précédent
Corollaire. Soit (W, G) une variété de Poisson telle que G soit exact dans
la G-cohomologie (variété de Poisson exacte). Si Ly|L* est # {0} et si
HY W ; G) = H (W ; G) = {0}, I'algébre de Lie dynamique N admet des défor-
mations formelles 1-différentiables essentielles (et en particulier non triviales)

V1. VARIETE SYMPLECTIQUE ET DYNAMIQUE
ASSOCIEE A UNE SOUS-VARIETE

18. Sous-variété symplectiquement réguliére

Dans un article classique [7], Dirac a été amené & étudier la dynamique
analytique associée a une sous-variété d’une variété symplectique dans un
contexte local et non invariant. Sniatycki [16] et Tulczyjew ont étudié récem-
ment la géométrie globale sous-jacente. Nous nous proposons ici de reprendre
cette étude en la précisant et de déterminer la dynamique associée a cette
géométrie. Nous préservons autant que possible la terminologie initiale de
Dirac.

Soit (W, F) une variété symplectique de dimension 2n, de 2-forme fonda-

mentale F; nous posons encore G = x~(F) (notations du § 1, ¢). Nous nous
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donnons une sous-variété réguliere fermée M de W de codimension / (variété
des états permis). Nous nous proposons d’étudier la dynamique analytique
correspondant 2 M et définie a partir d’un hamiltonien H e N = C*(W; R).
Nous analysons d’abord la situation géométrique.

(a) Soit U un domaine contractile de W tel que M N U % §. On note €y
(espace des contraintes pour U) le sous-espace de C=(U; R) défini par les
fonctions f telle que fy .y = const. ; Cy est ici ’espace des champs de vecteurs
hamiltoniens X = p3'(df), définis sur U, associées aux f ¢ €. On peut trouver
sur U des systémes {x°}, a = 1, - - -, 4, de & fonctions indépendantes de ¥
tels que M soit définie sur U par x* = 0; il existe alors des cartes locales de
W de domaine U de la forme {x%,x¥}, i=h + 1, .--,2n.

Si f e €y, on déduit de dfjy y = 0 que le vecteur x = uz'(df) e Cy est tel
quen xeM N U on a i(X,)F|y, = 0. Par suite X, appartient & 1’espace
vectoriel

K, ={VeT,W);iNFiyx) =0 (GeM).

Inversement si V € K, on peut trouver, pour un domaine convenable U tel
que x e M N U, un élément f € ¥y tel que pour le vecteur correspondant X,
= V. Nous somimes conduits & introduire 1’ensemble

K ={VeT(W)|y;i(V)F|y =0},

qui admet une structure naturelle de fibré vectoriel sur M et dont la fibre K,
est de dimension /.

On note #y (espace des fonctions de premiére classe pour U) le sous-espace
de C~(U; R) défini par les fonctions f telles que, pour tout élément g de %y,
on ait {f, g}y y = 0; By est I’espace des champs de vecteurs hamiltoniens
X = pp'(df) associés aux f ¢ #y. La relation de définition de %y exprime que,
pour tout X € By, X|yny est tangent d M.

On note &7, (espace des contraintes de premiére classe pour U) I’intersection
Ay =By N €y; Ay est Uintersection By N Cy. Le lemme suivant est
immédiat.

Lemme. (1°) Sife %y, ge €y, alors {f, 8} e €y.

(2°) Le crochet de Poisson munit %y d’une structure d’algébre de Lie.

(3°) Ay est un idéal de I'algébre de Lie %#y;.

Le 3° résulte des 1° et 2°. 11 suffit d’établir le 2° qui est une conséquence
immédiate de I’identité de Jacobi pour les crochets de Poisson, appliquée a
deux éléments de %, et un élément de €. Ainsi By est une sous-algébre de
I’algebre des champs hamiltoniens sur U et 4, est un idéal de By.

(b) Nous faisons dans la suite de cette section, 1’hypothése suivante.

Hypothése (H,). La 2-forme fermée Fy induite sur M par F est de rang
fixe 2n — h — k).

h + k (ou A — k) est ainsi pair. Pour que V ¢ T,(M) annule Fy, en x ¢ M,
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il faut et il suffit que V appartienne a
| 0. = (V € T,(M); i)Fly @) = 0} =T, N K, .

I1 en résulte que sous I’hypothése (H)), O, a la dimension k et O=TM NK
est un fibré vectoriel sur M. S’il en est ainsi, nous pouvons introduire le fibré
vectoriel

dont la fibre est de dimension (2n — k). ;

Q définit sur M un champ-encore noté O-de k-plans Q,. Si X, Y sont des
sections locales de O, on a i(X)Fy =0, i(Y)Fy; =0 et on en déduit
i([X, YDF, = O puisque F;, est fermée. Il résulte du théoréme de Frobenius
que le champ Q est intégrable et définit un feuilletage de M en sous-variétés
intégrales maximales. Si R est la relation d’équivalence définie sur M par le
feuilletage précédent, les points équivalents de M décrivent un méme état dyna-
mique (avec “changement de jauge”). Soit M = M/R ’espace quotient; p: M
— M est la projection correspondante. Nous supposons

Hypothése (H,). La projection p munit M d’une structure de variété dif-
férentiable de dimension (2n — h — k) telle que p soit elle-méme de rang
(2n — h — k) (submersion).

Nous posons [13]

Definition. La sous-variété M de (W, F) est dite symplectiquement régulicre
si les hypotheses (H,) et (H,) sont satisfaites.
" Supposons qu’il en soit ainsi; si' X est une section locale de Q, on a i(X)F,
= 0, dFy = 0. Il existe par suite une 2-forme fermée FdeM, de rang (2n —
h — k), telle que

(18.1) Fy = p*F .

La variété symplectique (M, F) est la variété des états dynamiques définis par
M.

() Sifesfy, levecteur X = pz'(df) esttel quen x e M N U, on ait X,
eT.M) N K, = Q,.

Sous I’hypothése (H,), on peut trouver une carte locale de W de domaine U
de la forme {x¢,x%} = {x*,x,x?}, (a=1,---;h;i=h+1,---,2n;i=
h+1,---,h+ k;p=h+k+1,.---,2n;4=1,.-.,2n), telle que sur
la variété M (qui est définie par x* = 0 dans U), le feuilletage soit défini dans
U par x? = const. Il en résulte

(18.2) ' Fy, =0.

La matrice (F;,) est de rang k puisque V?*F;, = 0, équivalent & V*F,, =0
implique V* = 0.
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Pour 7 fixé, considérons une fonction y* telle que sur M N U
Y0,x) =0, (@590, x") = Fe(x) .
Nous pouvons poser par exemple sur U:
(18.3) Y(x%, xt) = x2Fy,(x%) .

La fonction y* s’annule sur M N U et est telle que le champ X® = uz'(dy?)
est tangent a M sur M N U puisqu’il admet les composantes (X¥? = 0, X2
=1, XW% = 0 pour g # 1, X®? = 0). Ainsi y* appartient & /. Pour x ¢
MnOU

(%)(x) = Fi(®) , (%)(x) =0,

oll (9y*/0x®) est de rang k. On peut construire une carte de W, de domaine U
au besoin réduit, {y?, x*} ot {y*} est de la forme {y*, y*}, U =1, - -, k;a =
k+1,...,h). On en déduit en particulier le lemme suivant.

Lemme. SiV e Q, (avecx e M N U), on peut trouver une fonctionf ¢ oy
telle que le champ de vecteurs X = pz*(df) vérifie X, = V.

19. Hamiltonien admissible et dynamique correspondant 4 M

(a) Etant donnée une sous-variété symplectiquement réguliere M de (W, F),
considérons une fonction H ¢ N = C=(W; R) et désignons par Z = u~Y(dH)
le champ hamiltonien correspondant. Nous introduisons la définition suivante
[13].

Définition. H est dit un hamiltonien admissible pour M si Z|,, est une
section du fibré vectoriel P.

Supposons qu’il en soit ainsi et soit U un domaine de W tel que M N U soit
+0; H étant admissible, Z admet des décompositions de la forme

(19.1) Zluav = Zunv + Xanw »

ol Zyay et Xyap sont des sections locales respectivement de T(M) et de K.
Les décompositions (19.1) nous conduisent au lemme suivant.
Lemme. SiH est un hamiltonien admissible pour M, H|; admet des décom-
positions de la forme

(19.2) Hiy=Hy+fs,

ot Hy € By, fy € €y. Une telle décomposition est définie d Hy — Hy + gy,
fo — fo — 8y Drés, ot gy € ofy. Elle définit par passage aux champs hamil-
toniens correspondants et restriction & M une décomposition (19.1). Inverse-
ment toute décomposition (19.1) de Z, . peut étre ainsi définie.
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En effet partons d’une décomposition (19.1) de Z|y,y. Introduisons une
carte locale {x%, x*} de W de domaine U telle que M N U soit définie par x*
=0,a=1,---,h Sur M N U, py(Xy,p) définit une 1-forme & de compo-
santes &,(x%); considérons sur U la fonction f; € ¥y donnée par

fo = &.(xDx® .
Soit x un point de M M U. En ce point x4(x) = 0 et ’on a
dfg(x) = §,(x)dx® = £(x) .

On en déduit

Xuaw®) = (uz'(dfe))x) .

Pour cette fonction f;, posons sur U
Hly = FIU +fo, Zy= i dHy) , Xy = pp'(dfy)

de telle sorte que Z|y = Zy+ Xy Sur M N U, Xy se réduit & X,y et par
suite Zy se réduit & Z,,,, tangent @ M. Nous avons bien mis en évidence une
décomposition de H|; en somme d’un élément H, de #, et d’un élément f,
de %y, décomposition (19.2) qui donne naissance a la décomposition (19.1)
donnée de Z|y,y. Notre lemme est établi.

(b) En dynamique analytique classique, sous sa forme élémentaire locale,
un mouvement dans (U, F|;), soumis aux contraintes x* = O et associ¢ a
I’hamiltonien H|;,, s’obtient & partir d’un hamiltonien sur U de la forme

(19.3) Hy =Hly — 3 2%,

ou les 4, sont les multiplicateurs associés aux x°. SurM N U,ona
Zylunr = Zyov = Zluwav — 2 Aapig"(@x%) ,
a

ot les 4, sont choisis de fagon que Z,, soit zangent & M ; (19.3) fournit une
décomposition de H|y du type (19.2), puisque Hy € By, fy = D, 2, X% € €y.

(c) Dans le contexte et avec les notations du lemme du g, nous sommes
ainsi conduits & nous intéresser aux trajectoires de Z .y, tangent & M, défini
a partir de Hy € By ; Zy; e By est défini modulo un élément de A et détermine
une classe élément de By /Ay. Si Y est un élément de A, on a d’aprés le
lemme du § 18, a

(19.4) [Zy, YyleAy .

11 résulte de (19.4) et de ’étude du §18, ¢ que les Z, .y passent au quotient
par R et détermine sur M un champ global Z.
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Soit g, une fonction locale de W telle que {gy, Ay} = O pour tout Ay € ;.
La restriction a M d’une telle fonction est, d’aprés § 18, c, ’image réciproque
par p d’une fonction locale de M. Il en est en particulier ainsi pour tout élément
de %y, donc pour H. 1l existe une fonction locale H, de M telle que Hyly
= p*Hy, et les dH » définissent sur M une 1-forme fermée globale o telle que
f7p) = Z, ou /i est I’isomorphisme défini par la structure symplectique de
(M, F). Nous énongons

Théoréme. Soit M une sous-variété symplectiquement réguliére de la variété
symplectique (W, F) et soit- H un hamiltonien admissible pour M. Le champ
hamiltonien Z = p~'(dH) détermine sur la variété (M, F) des états dynamiques
un champ global unique Z, localement hamiltonien dont les trajectoires définis-
sent le mouvement dans la variété des états dynamiques; Z est dit le champ
dynamique. '

20. Sous-variété de seconde classe et crochets de Dirac

Une sous-variété M de la variété symplectique (W, F) est dite de premiére
classe si Q = K, c’est-a-dire si k = h. Elle est dite de seconde classe si Q est
de fibre nulle, c’est-a-dire si £ = 0; & est alors pair et nous posons i = 2h’.
Si M est de seconde classe, la forme F, induite par F sur M est de rang
2(n — R’) et la variété (M, F,,) est symplectique.

(a) Sniatycki [16] a établi substantiellement la proposition suivante.

Proposition. Soit M une sous-variété symplectiquement réguliére de (W, F).
Il existe des sous-variétés symplectiques (W, F) de seconde classe de (W, F)
telles que M soit une sous-variété de premiére classe de (W, F),

Nous affectons d’un ~ les éléments relatifs & W ; F est ici la 2-forme induite
par F sur W et G = i (F).

La variété symplectique (W, F) et la sous-variété M symplectiquement régu-
licre étant données, nous allons montrer que, malgré 1’arbitraire sur le choix
de W, on peut utiliser la variété (W, F) comme intermédiaire pour obtenir la
dynamique relative 8 M donnée par le théoréme du § 19.

En effet considérons W comme sous-variété de (W, F) au sens du §18;
comme k = 0, il n’y a pas de passage au quotient et (W, F) est sa propre
variété des états dynamiques. Un hamiltonien H arbitraire de (W, F) est
toujours admissible pour }#. On peut écrire d’une maniére et d’une seule

(20.1) Zlz =2+ X,

oll, pour X € W, on a Z(%) e T,(W), X(%) ¢ K,.

Soit U un domaine de W tel que W N U = @ ; &7, se compose de constantes.
Nous notons {x4} = {x%, x'} une carte locale de W de domaine U telle que W
soit définie par x* = 0. La 2-forme F, restriction de F 4 W admet sur wWNnu
les composantes F~“- =F;;, (,j=h+1,-..,2n). D’aprés le raisonnement
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du § 19, H|, admet une décomposition de la forme (19.2), relativement a W,
soit

(20.2) Hy=Hy+ fy,

ou les fonctions Hy ¢ By, j; € € sont définies 4 une constante additive preés.
Les vecteurs bien définis sur U

ZU = ,u_l(dHU) ] X'U = p—l(de) H

se réduisent sur W N U respectivement 3 Z|, et X |,. D’apreés la définition de
Zy, p(Z)|y admet en ¥ ¢ W N U les composantes

D) o) = (ZIF 1)@ = QH)NE) .
1l en résulte que #(Z)|, admet en ¥ les composantes
H2)®) = (ZIF ) = (ZF )% = QH)E) = GHE) -
Si H est la restriction de H a2 W, on obtient ainsi sur W
(20.3) Z = p'dH) .

Le champ hamiltonien Z est le champ dynamique pour (W, F) considérée
comme variété des états.

(b) Cela posé, revenons 4 M, sous-variété symplectiquement réguli¢re de
(W, F) et sous-variété de premiére classe de (W, F). La forme Fj peut étre
considérée comme induite sur M par F et M est symplectiquement réguliére
dans (W, F). 1l résulte de plus de I’étude de Z au a que

(20.4) Zly=Zly+ Y.

ol Y(x) ¢ K, pour tout x de M. On en déduit que pour que ’hamiltonien H
de (W, F) soit admissible pour M, il faut et il suffit que sa restriction Haw
soit admissible pour M considérée comme sous-variété de (W, F). D’autre part,
d’aprés (20.4), le champ dynamique Z sur M peut étre déduit de Z conformé-
ment au § 19. Nous énoncons

Théoréme. Sous les hypothéses du théoréme du § 19, soit W, F) une sous-
variété de seconde classe de (W, F) telle que M soit une sous-variété de premiére
classe de (W, F). La variété (M, F) des états dynamiques peut étre définie en
considérant M comme sous-variété symplectiquement réguliére de (W, F). Si
H est un hamiltonien sur (W, F) admissible pour M, le champ dynamique A
de M peut étre défini a partir de la restriction H de H a W. Ainsi, pour tout
choix de W, la dynamique associée & M, sous-variété de (W, F), et a I’ hamil-
tonien H coincide avec la dynamique associée a M, sous-variété de (W, F),
et a I’ hamiltonien H.
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(0 L’étude précédente montre I’intérét des sous-variétés de seconde classe
qui déterminent en fait 1’essentiel de la dynamique envisagée, puisque ’intro-
duction des contraintes de premiére classe ne se traduit que par un passage au
quotient.

Dans la suite, nous nous limit ons a 1’étude de sous-variété de seconde classe
(W, F), de codimension 4 = 2/, de la variété symplectique donnée (W, F),
de dimension 2n, de 2-tenseur fondamental G = p~'(F). Nous adoptons pour
W des notations identiques & celles relatives & M. Il vient, W étant de seconde
classe

(20.5) Ty = TW) B K .

Nous notons I7: ¥V e T(W)|z — V ¢ T(W) le projecteur défini par la décom-
position (20.5). Ce projecteur s’étend naturellement aux 2-tenseurs. Nous
montrerons que le 2-tenseur //G de W n’est autre que le 2-tenseur fondamental
G = p(F) de la variété symplectique (W, F); il en résulte que ce qu’on
nomme crochet de Dirac est directement défini a partir du crochet ordinaire
de Poisson relatif & (W, F).

21. Une étude locale

(@) U étant un domaine contractile de (W, F), considérons la variété
symplectique (U, F|;) que nous notons dans ce paragraphe, par abus de nota-
tion, (U, F). Soit U une sous-variété de seconde classe de (U, F) définie par
x® = 0, ol les & fonctions de contraintes x> e C*(U; R), a =1, ---, h, sont
indépendantes. Nous introduisons sur U les & vecteurs

(21.1) P@ — y~(dx®) .
1 existe sur U des cartes {x} de la forme {x¢, x*} (avec 4, B, --- =1, -,
2n;a,b, -+ =1,---,h;i,j,---=h+1,---,2n). Dans une telle carte,

les P ont pour composantes

P@B — GoB = [x°, x5} .
En particulier,
(21.2) P@b = Gob = {x*, x%} .

Pour x ¢ U, les P (x) définissent une base de ’espace K, relatif & U. Pour
V e T,(U), on peut, d’aprés (20.5), écrire d’une maniére unique

(21.3) V=V + 3 2,P%x),

0t ¥ e T,(U), c’est-a-dire admet des composantes {¥'> = 0, ¥} dans la carte
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envisagée. Il en résulte que pour tout ensemble {7}, le systeme de A équations
linéaires aux 4 inconnues 4,

(21.4) 5T A PONx) = P

a

admet une solution unique. Ainsi la matrice 4 X A définie par (21.2) est
inversible sur U, donc sur U, au besoin réduit. L’inversibilité sur U de la
matrice ({x%, x°}) traduit ainsi le caractere de sous-variété de seconde classe
de U. :

(b) Nous sommes conduits & considérer le feuilletage de U de codimension
h défini par x* = const., a = 1, - - -, k. Il résulte des considérations précédentes
que la feuille T (x) passant par x ¢ U de ce feuilletage est une sous-variété de
seconde classe de (U, F). C’est a ce feuilletage que nous nous intéressons
maintenant ; le méme feuilletage peut étre défini, en substituant a 1’ensemble
{x4} des fonctions de contraintes, un autre ensemble {x*" == x*'(x*)} de fonctions
de contraintes indépendantes, a jacobien non nul.

Soit C = (C,;) la matrice inverse de (21.2). On a

21.5) CooG¥% = C,{x?, x°} = 6% .
Si X est un champ de vecteurs sur U, on écrit d’une maniére et d’une seule
X=X+ %}ZaP“”,
ol X est tangent au feuilletage, 3 2,P® est une section du fibré " sur U,
défini par les différents K et ou
Ao = Copi(X)dx? .

Sur U est défini le projecteur 77 : X — X ne dépendant que du feuilletage, qui
s’exprime par

I:X > X =X — C, P@-({(X)dx?) , (sommation en a, b) .
Dans une carte locale {x4} arbitraire, II admet pour composantes
& = 85 — CupP@49,x? .

Evaluons le 2-tenseur //G tangent aux feuilles et qui ne dépend, d’apres sa
définition, que du feuilletage. Il vient dans la carte {x*} '

TG = (8 — CorP @ 495x")(35 — CeaP P3G |
En développant et simplifiant, compte-tenu de (21.5), on obtient

(21.6) (IIG)48 = GAB — C,,P@4P®E
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(21.6) est, aux notations pres, la formule écrite par Dirac donnant le 2-tenseur
définissant son crochet. Si nous posons

21.7) I = 1C,,P@ N\ P® .
11 vient
(21.8) InGc=¢-1,

ou I", comme J/G ne dépend que du feuilletage. 5
(c) Soit F la 2-forme induite par F sur une feuille U. Dans une carte locale
adaptée au feuilletage, I/G vérifie

(21.9) JIG)*® =0,
et1’on a
IG*F ), = (G* — Co P@POR)F
soit
(IG®®F,, = G4F,, — G*°F,, — C,,G*'(G**F,, — G*F,,) .
Il en résulte
(IG)*F,, = &, — GF,, + G“F,, ,
¢’est-a-dire
(21,10) (IG*)F;, = &% .

On a montré que la restriction de IIG & chaque feuille coincide avec le 2-
tenseur fondamental z~(F) de la feuille. Nous noterons dans la suite G le 2-
tenseur //G de U. Il résulte des considérations précédentes que sur U

(21.11) [G,G1=0,
et que pour toute fonction de contrainte
(21.12) [G,x*] =0.

Ainsi G définit sur U une structure de Poisson, dont le feuilletage associé est
le feuilletage donné de U en sous-variétés de seconde classe. Le crochet de
Dirac n’est autre que le crochet défini par cette structure: siu, v € C*(U; R),
le crochet de Dirac {u, v}, est donné par

{u,v}p = i(G)du N dv) .
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(d) L’étude précédente entraine, avec les notations du § 20, c.

Proposition. Si W est une sous-variété de seconde classe de la variété
symplectique (W, F), le 2 tenseur IIG de W n’est autre que le 2-tenseur fonda-
mental de la variété symplectique W, F). Son expression locale est donnée
par (21.6) ou (21.8) et ne dépend que de W .

22. Cas d’un feuilletage donné en sous-variété de seconde classe

(a) Soit (W, G) une variété symplectique de dimension 2x. Supposons donné
un feuilletage de W de codimension & = 2k’ en sous-variétés W(x) de seconde
classe. Du raisonnement du § 21, il résulte que G et le feuilletage définissent
sur W un 2-tenseur G = G — I" de rang (2n — 2K’), vérifiant

(22.1) [G,Gl=[G—I,G—-TI1=0,

c’est-a-dire une structure de Poisson dont le feuilletage associé est le feuilletage
de W en sous-variétés de seconde classe donné; (22.1) peut s’écrire

(22.2) 20G, ' =1,11 .
Introduisons le 2-tenseur »

G, =G — i,
qui se réduit 4 G pour 1 =0, 3 G pour 1 = 1. Si ’'on a
(22.3) G,G]l=0,

le crochet {u, v}q, = i(G)(du N dv) définit une déformation rigoureuse (ines-
sentielle) de I’algébre de Lie dynamique de la variété symplectique (W, G) en
I’algebre de Lie dynamique de la variété de Poisson (W, G). Pour que (22.3)
soit satisfaite, il faut et il suffit que

(22.4) G, I1=0, [, I'T=0.

D’aprés (22.2) I'une de ces conditions entraine 1’autre; en particulier il faut
et il suffit que I soit un 2-cocycle.

Le § 18, a nous conduit a considérer le 24’-plan K_ défini en chaque point
x de W par

K, ={VeT,W); i(V)Flpaq(x) =0} .

Nous avons ainsi défini sur la variété W un champ K de 2/’-plans. Nous allons
établir

Théoréme. Pour que G, = (G — AI") définisse une déformation rigoureuse
du crochet de Poisson en le crochet de Dirac, il faut et il suffit que le champ K
soit un champ intégrable
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En effet supposons le champ K intégrable. Sur un domaine U de W, on peut
définir les feuilles du feuilletage par x* = const., a, b, ¢, --- = 1, -.-, 2K,
les intégrales maximales de K par x = const. ({ = 2/’ + 1, ---,2n), {x*} =
{x, x?} définissant une carte locale de domaine U. Le champ K restreint a U
est engendré par les champs de vecteurs P® et ’on a par suite

P@it = G4 =0 .
Le 2-tenseur [” a pour composantes
et = C,,G**G* = G .
La relation [G, G] = 0 s’écrit sur U
$G4%9,G* + SG*3,G* =0,
ol S est la sommation aprés permutation circulaire sur (a, b, ¢), soit
Sreeg, e =0,

ce qui exprime que [, I'] = 0 et (22.4) est satisfaite.
Inversement, supposons (22.4) satisfaite. Il est équivalent, d’apres (1.8), de
dire que la 2-forme

2 = p

est fermée.

Introduisons une carte locale {x%, x’} de domaine U telle que les feuilles du
feuilletage soient définis par x* = const., (a, b, --- =1, -+ -, 2K ;i =20 + 1,
<++,2n). On asur U

Ry = 3Cqpdx® N\ dx®;
2 étant fermée, il vient 9,C,, = O et par suite, d’apres (21.5), 9,G*® = 0, soit
(22.5) 94x%,x%} =0.

D’autre part, pour que K restreint a U soit intégrable, il faut et il suffit d’apres
le théoréme de Frobenius que [P, P®] soit une combinaison linéaire des P,
c’est-a-dire, par image par u, que

d{i(GY(dx® N\ dx®)} = d{x%, x%}

soit une combinaison linéaire des dx°, ce qui est équivalent a (22.5). Notre
théoréme est établi.
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Soit K, le champ de 4-plans défini sur U par les quatre champs de vecteurs
indépendants P, P®, P® P®_ On vérifie immédiatement que

[P@ p®] =0, (a,b=1,1,2,2) .

Le champ K, est donc intégrable et on peut trouver sur U une carte {x', XL, %,
x%, x*2} telle que les intégrales du champ K, soient définies par x* = const. ;
les seules composantes non nulles des quatre vecteurs envisagés sont alors :

PPl =1, P"M=_1, Pt =1, P = 1,
La forme F s’écrit dans la carte envisagée :
(23.10) F =dx' A\ dx' + dx* A\ dx? + LF,,,dx \ dxi .
Introduisons sur U le 2-tenseur
(23.11) I', = P® A\ P® |

Ce 2-tenseur vérifie par construction

(23.12) [G,I]=0, U, I =0,
et de plus
(23.13) ', I']=0.

Il en résulte que, pour toute valeur des parameétres A, 4,, le 2-tenseur

(23.14) Gy =G — A0, — AT,
vérifie
(23.15) [Gize» Giuzl = 0.

On a ainsi mis en €évidence un feuilletage de U de codimension 4, défini par
x!' = const., x' = const., x* = const., x> = const., admettant S, (contenant /)
comme feuille et tel que G,,,, satisfasse (23.15).

(c) En poursuivant le processus, on définit sur U une carte {x', x, - - -,
x¥, x*, x*} jouissant de la propriété suivante : si nous posons

PO = pidx),, PP =pdx), Q=1,--,h),
et
I, = P® A P&

le 2-tenseur
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Gy =G — A — oo — 2,1,
vérifie
(23.16) [Ghitpr Gaeooipd =0,

et le feuilletage de U, de codimension 2/4’, défini par x* = const., x* = const.
(A=1,-..,/) admet U comme feuille. Pour 2, = --- = ,, = 1, la restric-
tion de G,....,,., & U définit la structure symplectique de cette sous-variété de
seconde classe. Nous avons

Théoréme. Etant donnée, dans la variété symplectique (U, F) une sous-
variété U de seconde classe, on peut définir un feuilletage de U, de codimension
2K, en sous-variétés de seconde classe, admettant U pour feuille, tel que si
G = G — I' définit la structure de Poisson correspondante de U, le 2-tenseur
G, = G — Al vérifie pour tout 1

[Gu Gz] =0.

On a méme montré qu’il existe sur U un 2-tenseur G,,...,,. dépendant linéai-
rement de A’ paramétres, vérifiant (23.16) et se réduisant a G, pour 4, = - - -
= 2, = A. On peut donc relier G & G par une famille linéaire & #’ paramgtres
de structures de Poisson.
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